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Program of the day 

•  Space charge in the longitudinal plane 
•  Equa&ons of mo&on in the longitudinal plane 

–  Sta&onary bucket 
–  Accelera&ng bucket 

•  Synchrotron tune shiQ due to space charge 
•  Energy loss (single pass, mul& pass) 
•  Vlasov equa&on: 

–  Sta&onary distribu&ons without collec&ve terms (linear and nonlinear 
matching) 

–  Sta&onary distribu&ons with collec&ve terms (poten&al well distor&on) 
•  Haissinski equa&on 
•  Synchronous phase shiQ, bunch lengthening or shortening, synchrotron tune 

shiQ 
–  Non‐sta&onary solu&ons: perturba&ve approach 

•  Bunched beams (azimuthal and radial modes for low beam intensi&es, mode 
coupling, turbulent bunch lengthening) 

•  Coas&ng beams 
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Some references 
(reading recommended) 

•  Yesterday’s lecture on Space Charge, Wake Fields 
and Impedances (E. Métral) 

•  A. Chao, “Physics of collec&ve beam instabili&es 
in high energy accelerators” 
– Chapter 1, Introduc&on, pages 20‐27  
– Chapter 2, Wake fields and impedances, pages 
117‐126 

– Chapter 6, Perturba&on formalism, pages 273‐332, 
361‐363 

– Chapter 5, Landau damping, pages 251‐263 
– Chapter 4, Macropar&cle models, pages 162‐172 
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Space charge 
We do the calcula&on for a ring‐

shaped distribu&on λ(s‐βct)  

Er =






0 if r < a

λe

2πε0r
if a < r < b

Bθ =
βEr

c

∮

∂Ω

!E · !dl = − d

dt

∫

Ω

!B · !dS

Es(s, r)∆s +
∫ b

r
Er(r′, s)dr′ +

∫ r

b
Er(r′, s + ∆s)dr′ =

− d

dt

∫ b

r
Bθ(r′, s)dr′∆s

3rd Maxwell equa&on, or 
Faraday‐Neumann law 
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Space charge 
•  All dependencies on s are actually on s‐βct 
•  Therefore d/dt =‐βc d/ds 
•  We carry out the integrals in the equa&on obtained and take the limit for Δs‐>0  

Es(s, r)∆s +
∫ b

r
Er(r′, s)dr′ +

∫ r

b
Er(r′, s + ∆s)dr′ = − d

dt

∫ b

r
Bθ(r′, s)dr′∆s

Es(s, t, r) =






− e

2πε0γ2
λ′(s− βct) log

b

a
if 0 < r < a

− e

2πε0γ2
λ′(s− βct) log

b

r
if a < r < b
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Space charge 
•  We have found the space charge longitudinal electric field for a cylindrically 

symmetric ring shaped distribu&on 
•  Let’s assume now that we have a beam with a radial distribu&on n(r) 
•  Then for the linearity of Maxwell’s equa&ons, we can calculate its longitudinal 

space charge electric field as the superposi&on of the contribu&ons given by 
the various rings composing the actual distribu&on   

∫ ∞

0
2πrn(r)dr = 1

Es(r, s− βct) = − e

2πε0γ2
λ′(s− βct)

[
log

b

r
+

∫ b

r
2πr′n(r′) log

r

r′ dr′

]
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Space charge 

•  Longitudinal space charge has the following interesting dependencies: 
–  It decreases with energy like γ-2. Therefore it vanishes in the ultrarelativistic limit 
–  It is proportional to the opposite of the derivative of the line density –λ’. This can be 

understood intuitively because it must be directed from a region with higher charge 
density to a region with lower charge density (i.e. it pushes with the opposite of the 
gradient of the line charge) 

–  Space charge would then spread out charge bumps. However, remember that only 
below transition energy, accelerated particles go faster and space charge has this 
smoothing action. Above transition, accelerated particles take a longer time to go 
around the accelerator and density peaks can be enhanced. This is the origin of the 
so-called negative mass instability. Momentum spread (unbunched beams) or 
synchrotron motion (bunched beams) can usually stabilize this effect.  

Es(r, s− βct) = − e

2πε0γ2
λ′(s− βct)

[
log

b

r
+

∫ b

r
2πr′n(r′) log

r

r′ dr′

]
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Space charge: exercises 
1.  Prove the formula on the previous page (Slide 8) 
2.  Calculate the radial distribu&on of Es for a bunch with a uniform distribu&on 

for r<a and with parabolic radial distribu&on n(r)=k(a2‐r2) for r<a 
3.  Verify that the fields on Slide 5 and 6 (Er, Bθ, Es) do not sa&sfy Maxwell’s 

equa&ons, unless a correc&on term is taken into account. Calculate the 
leading term for the correc&on and show that it can be neglected as long as 
the bunch is much longer than b/γ  

4.  Compare the strength of transverse and longitudinal space charge forces, and 
find under which condi&on the transverse one is domina&ng.   

1
r

∂(rBθ)
∂r

− 1
r

∂Br

∂θ
− µ0ε0

∂Es

∂t
= µ0js

∫
x3 log xdx = −x4

16
+

1
4
x4 log x
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Equa&ons of longitudinal dynamics 

•  To describe the mo&on of 
par&cles in the longitudinal phase 
space, we will use the pair (z,δ), 
which represent the arrival delay 
of the par&cle at an observa&on 
point (mul&plied by the par&cle 
velocity, z=‐βcτ) and its rela&ve 
momentum offset, respec&vely, 
with respect to the synchronous 
par&cle.

•  The pair is s‐dependent, i.e. it is 
defined with respect to a chosen 
observa&on point in the 
accelerator, but this is not cri&cal 
for the longitudinal plane, 
because longitudinal mo&on is 
generally much slower than the 
revolu&on &me 

•  (z,δ)=(0,0) for the synchronous 
par&cle  

z 

Observer 
(impedance) 
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Equa&ons of longitudinal dynamics 

•  The synchronous par&cle has 
zero momentum offset and 
always takes T0 to go around, i.e. 
is always observed with z=0.  

•  Par&cles with posi&ve z arrive 
earlier at the observer (nega&ve 
delay τ), those with nega&ve z 
arrive later (posi&ve &me delay τ)  

•  Bunched beams: below transi&on 
par&cles are focused back by 
decelera&on. Opposite above 
transi&on. 

•  Coas&ng beams: below transi&on 
par&cles with posi&ve 
momentum offset shear toward 
posi&ve z (absence of focusing). 
Opposite above transi&on 
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Equa&ons of longitudinal dynamics 

T =
C

βc

∆T

T0
=

∆C

C0
− ∆β

β0

∆C

C0
= αδ = δ

∮

C

D(s)
ρ

ds

∆T

T0
=

(
α− 1

γ2

)
δ = ηδ

The difference in revolu&on &me between a generic par&cle and the synchronous 
 par&cle, that is its delay in arrival &me at a point, can be easily related to its 
 momentum offset δ

δ =
p− p0

p0
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Equa&ons of longitudinal dynamics 
Reminder of vocabulary and meaning of symbols: 

α  is the momentum compac&on factor 
η  is the slippage factor 
C is the mean circumference of the accelerator C=2πR 
γt is the γ transi&on (corresponding to the transi&on energy) 

Remember that γ is a property of the beam, whereas γt is a property 
of the machine. η depends on both, but in the limit of very high 
energies, it tends to α, and therefore depends only on the lajce. 

α =
1
γ2

t

η = α− 1
γ2

=
1
γ2

t

− 1
γ2
⇒ η

{
< 0 if γ < γt

> 0 if γ > γt
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Equa&ons of longitudinal dynamics 

−β0c∆T

T0
=

∆z

T0
≈ dz

dt
= −β0cηδ

∆Ecavity(z) = eVcav(z)

∆Eimpedance(z) = eVimp(z)

∆Esc(z) = eCEsc(z)

∆Etot = e[Vcav(z) + Vimp(z) + CEsc(z)] = eVtot(z)

Energy change per turn 

∆p

T0
≈ dp

dt
=

eVtot(z)
β0cT0

=
eVtot(z)

C

dδ

dt
=

eVtot(z)
p0C

Actually a kick that the beam receives 
at the cavity loca&on(s) 

Actually a kick that the beam receives 
at the impedance loca&on(s) 

Actually a force felt by the beam 
constantly over the revolu&on 
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Equa&ons of longitudinal dynamics 






dz

dt
= −ηβ0cδ

dδ

dt
=

eV (z)
p0C

V(z) is the sum of the external voltage from the rf systems and self‐induced from space 
charge and impedances. The rf component is 0 when z=0 for a sta&onary bucket. 
Above transi&on, the regime is nega&ve‐mass due to η>0: the par&cle will move to 
lower z for posi&ve momentum devia&on, and vice versa. 
We are interested in the par&cle mo&on only in the stable regions, i.e. where par&cle 
mo&on is confined around a stable point. These regions are called rf buckets and are 
determined by the phase of the rf with the mo&on of the synchronous par&cle 

15 



Equa&ons of longitudinal dynamics 

Example: V(z) is only external due to the main rf system and has a sinusoidal 
waveform tuned on harmonic number h (means that the rf frequency ωrf is h &mes 
the revolu&on frequency ω0). Case of sta5onary bucket 

Φ = h/R z 

V (z) = Vm sin
(

hz

R
+ Φs

)
with Φs =

{
0 above transition
π below transition

V (z) = sgn(η)Vm sin
(

hz

R

)
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Equa&ons of longitudinal dynamics 

If V(z) is can be derived from a scalar poten&al U(z), the system is Hamiltonian and 
we can also express its Hamiltonian func&on. 

V (z) = −dU

dz
⇒ H = −1

2
βcηδ2 +

e

p0C
U(z)






ż =
∂H

∂δ

δ̇ = −∂H

∂z

∂ż

∂z
+

∂δ̇

∂δ
= 0

∂H

∂t
= 0
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Equa&ons of longitudinal dynamics 
For an accelera5ng bucket, the bunch needs to be synchronized around a phase 
different from 0 or π, which can guarantee a desired rate of momentum (energy) 
increase per turn. Obviously, the rf system can only accelerate up to an energy gain 
per turn [eV] that equals its maximum voltage [V] (ideally, because the bucket area 
shrinks to zero when Vm=ΔEacc). 

sinΦs =
C

eVm

[
∆p0

T0

]

acc

=
∆Eacc

eVm
⇒ Vm[V] > ∆Eacc[eV]

Φ = h/R z 

Φs = cos−1



sgn(η)

√

1−
(

∆Eacc

eVm

)2
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Equa&ons of longitudinal dynamics 

For an accelera5ng bucket, we redefine the pair of coordinates we use to describe 
the system, in such a way that they keep being both zero for the synchronous par&cle 
The accelera&on rate does not need to be constant in &me….  

∆p = p− p0(t) and ζ = z − C

2πh
Φs(t)






dζ

dt
= −η(t)β(t)c

∆p

p0(t)

d∆p

dt
=

eVm

C

[
sin

(
hζ

R
+ Φs(t)

)
− sinΦs(t)

]

Usually Φs is not constant at the beginning and end of an accelera&ng ramp, to make the 
curve B(t) smoother (it is made linear piece‐wise). Also when crossing transi&on, there 
might be a γt‐jump scheme in place to minimize the &me the beam spends on transi&on. 
The above equa&ons can be derived by a slowly &me varying Hamiltonian H(t). 
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Equa&ons of longitudinal dynamics 
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Equa&ons of longitudinal dynamics 

•  Usually p0, Φs, β, γ, etc. vary on a &me scale that is long with respect to the 
&me the synchrotron mo&on, described in the longitudinal phase space   
(ζ, Δp), evolves. Yet another &me scale in the beam par&cle dynamics 
inside an accelerator: 
–  Transverse mo&on has a periodicity of frac&ons of a turn 
–  Longitudinal mo&on has typically a periodicity of ~100 turns (only when 

crossing transi&on longitudinal mo&on becomes much slower) 
–  Accelera&on takes usually several hundreds of thousands of turns. 

•  Even if the beam is usually accelerated at the expense of one (the main) rf 
system alone, the longitudinal dynamics can make use of more than one 
rf‐system. Addi&onal rf systems are usually programmed to be ‘slaves’ of 
the main system, i.e. they are made to have their 0 or π phase 
correspondingly to the synchronous phase, which is solely determined by 
the main rf.  
–  For example the CERN‐PSB accelerates the beam over the full length of its 

cycle and makes use of the 2 rf systems h=1 and h=2. In some configura&ons, 
h=1 is the main rf system and h=2 is used for flaOening the bunch against 
space charge. In some other configura&ons, h=2 is the main system and h=1 is 
used to reduce the bunch spacing and synchronize the transfer into the CERN‐
PS wai&ng buckets. 
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Equa&ons of longitudinal dynamics 

Some &mes the bunch is made to sit in an accelera5ng bucket only to compensate 
for external losses  
•  in a lepton storage ring, to compensate for synchrotron radia&on losses 
•  in general, a bunch in a sta&onary bucket can move to a synchronous phase 
different from 0 or π in order to compensate for impedance losses (see further)  






dζ

dt
= −ηβcδ

dδ

dt
=

eVm

p0C

[
sin

(
hζ

R
+ Φs

)
− sinΦs

]

H = −1
2
βcηδ2 +

eVm

2πhp0
cos

(
hζ

R

)
+

eVm sinΦs

p0C
ζ

22 



Synchrotron tune 

From lineariza&on of the rf force around ζ=0, the synchrotron mo&on is reduced to a 
harmonic oscillator with a characteris&c oscilla&on frequency (or tune, if divided by 
the beam mean revolu&on frequency)  

ζ̈ +
(

eVmhηβc

p0CR
cos Φs

)
ζ = 0

ω2
s

Qs =
ωs

ω0
=

√
Vm[MV]hη cos Φs

2πβ2E0[MeV]

Note that : η cos Φs = |η cos Φs| ≥ 0
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Synchrotron tune shiQ due                                   
to space charge 

We consider the case of a parabolic bunch inside a sta&onary single rf bucket 






ż = −ηβcδ

δ̇ =
eVm

p0C
sin

(
hz

R

)
− e2gλ′(z)

2πε0γ2p0

g = 0.33 + log
b

a

λ(z) =






3Nb

4ẑ3
(ẑ2 − z2) if |z| ≤ ẑ

0 if |z| > ẑ
ẑ−ẑ

λ(z)
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Synchrotron tune shiQ due                                   
to space charge 

The rf force has to be linearized around z=0, while the space charge force is already 
linear with the chosen bunch line density. 

z̈ +
(

|η|eVmhβc

p0CR
+

3e2gNbηβc

4πε0γ2ẑ3p0

)
z = 0

ω2
s = ω2

0Q2
s ≈ ω2

0 · (Qs0 + ∆Qs)2

∆Qs ≈
3e2gNbηR2

8πε0β2γ2ẑ3E0Qs0
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Synchrotron tune shiQ due                                   
to space charge 

•  Remarkably, the space charge induced synchrotron tune 
shiQ depends on 
– Number of par&cles in the bunch Nb (linear) 
–  Beam energy  

•  Explicit inverse quadra&c dependence on β and γ
•  There is another energy dependence in η. In par&cular the shiQ 
changes sign below and above transi&on. The tune shiQ is nega&ve 
below transi&on (η<0), where space charge is defocusing. It is posi&ve 
above transi&on (η>0), where space charge adds up to the external 
voltage and contributes with an extra focusing. 

•  There is another inverse dependence on γ in E0. 
– Machine radius (quadra&c) 
–  Bunch length (inverse cubic) 

•  AOen&on must be paid here to the fact that the bunch length itself 
depends upon the strength of space charge….    
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General equa&ons                                              
of longitudinal mo&on 

•  First of all we would like to write the full equa&ons of the 
longitudinal dynamics by singling out all the different contribu&ons 
(external voltage, space charge and wake field) 

•  We consider for the moment only wake fields decaying over one 
turn, or in the distance between two subsequent bunches of a train  

z 

∫W‘0(z‐z‘)λ(z‘)dz‘ 

z‐z‘<0 

W‘0 
Fw(z) = −e2

C

∫ ∞

z
λ(z′)W ′

0(z − z′)dz′

Fw(z) = −e2

C

∫ ∞

−∞
λ(z′)W ′

0(z − z′)dz′ =

= −e2

C
(W ′

0 ∗ λ)(z)

since W ′
0(z) = 0 for z > 0

z 

z‘ 
λ(z‘) 
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•  Let’s limit ourselves for now to the case of a sta&onary bucket. 
•  However, it should be noted that in the case of accelera&ng bucket, both 

the space charge term and the wake field term will be included into the 
momentum equa&on in a similar fashion, simply exchanging z with ζ, 
because both space charge fields and wake fields move with the bunch! 






ż = −ηβcδ

δ̇ =
eVrf(z)
Cp0

− e2gλ′(z)
2πε0γ2p0

− e2

Cp0

∫ ∞

−∞
λ(z′)W ′

0(z − z′)dz′

External rf 

Space charge 

Wake fields 

Ex. Write the general Hamiltonian of this system, and specify it to the 
case of resis5ve wall and two in‐phase rf systems on h=1 and h=3 

General equa&ons                                              
of longitudinal mo&on 
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Space charge impedance 

•  Now we will jus&fy that we can always drop the space charge term from 
the general equa&ons, because it can be included in the wake field 
formalism through an ad‐hoc defined “space charge impedance” 

•  Therefore, we will be able to retain the only wake field term in the 
equa&ons of the longitudinal dynamics. 

∫ ∞

−∞
λ(z′)W ′

0(z − z′)dz′ =
∫ ∞

−∞
λ′(z′)W0(z − z′)dz′

W sc
0 (z) =

gR

ε0γ2
δ(z) ⇒ [(W sc

0 )′ ∗ λ](z) =
gλ′(z)C
2πε0γ2

because 

Zsc
0 (ω) = − iω

c
F [W sc

0 (z)] = − iω

c2

gR

ε0γ2
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Space charge impedance 

•  Longitudinal space charge can be easily included in the frame of the impedances 
through a newly defined “space charge impedance” 

•  The space charge impedance is purely reac&ve and exhibits a linear dependence 
on frequency. This is an approxima&on valid only in a range of frequencies well 
below the cut‐off frequency of the beam pipe 

•  It is intui&ve that the space charge impedance is propor&onal to the length of the 
accelerator and inversely propor&onal to the square of the beam energy. 

•  It will be shown in the following that, as purely imaginary, the space charge 
impedance does not contribute to the bunch energy loss. This is physically 
consistent with space charge being an internal force, which cannot determine a net 
energy loss over the full bunch (it can only happen that the energy lost through 
space charge by a part of the bunch, is transferred to another part of it). However, 
unlike in the transverse plane, here it can drive an instability (nega&ve mass)  

Zsc
0 (ω)
ω

= − igR

ε0c2γ2
⇒ Zsc

0 (n)
n

= − igRω0

ε0c2γ2

n =
ω

ω0
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Energy loss of a bunch 

•  We can write the equa&ons in the above form without losing generality 
•  We are ready to calculate the energy loss due to the wakes 

–  First the energy loss suffered by a par&cle at the z coordinate inside a bunch 
–  Second, the energy loss suffered by the whole bunch 






ż = −ηβcδ

δ̇ =
eVrf(z)
Cp0

− e2

Cp0

∫ ∞

−∞
λ(z′)W ′

0(z − z′)dz′

∆E(z) = −e2

∫ ∞

−∞
λ(z′)W ′

0(z − z′)dz′

∆E =
∫ ∞

−∞
∆E(z)λ(z)dz = −e2

∫ ∞

−∞
λ(z)dz

∫ ∞

−∞
λ(z′)W ′

0(z − z′)dz′
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Energy loss of a bunch 

•  Even if single par&cles within the bunch can have a net energy loss or gain (sign of 
ΔE(z) not defined), as they can acquire more energy leQ behind by the preceding 
part of the bunch than what they lose on crea&ng their own wake, the whole bunch 
can obviously only lose energy interac&ng with an external passive structure (ΔE<0) 

•  The value W’0(0) accounts for the energy loss of the source of the wake 
–  It can be seen by calcula&ng the energy loss of a very short bunch (see below)  
–  However, the final expression of the energy loss will be more complex because, as said above, 

part of the energy lost by a part of the bunch can be recovered by a following part of the bunch  

W ′
0(z − z′)→W ′

0(0)

⇒ ∆E ≈ −e2W ′
0(0)

[∫

"
λ(z)dz

]2

= −e2W ′
0(0)N2

b

•  W’0(0) quan&fies the energy lost by the almost point‐like (in z) source q=Nbe on 
crea&ng its own wake 

•  We assumed W’0(z) to be a con&nuous func&on in z, and thus also in z=0. This is true 
only in the non‐ultrarela&vis&c case. See next page for the ultrarela&vis&c case.  
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Energy loss of a bunch 

•  In the ultrarela&vis&c case, since there cannot be any wake field in front of 
the bunch itself, when the bunch becomes very short the wake field tends 
to its limit for 0‐  

•  This result is the beam‐loading theorem 

•  The factor ½ comes from the fact that, because of the ultrarela&vis&c assump&on, 
even an ultra‐short bunch will only see in the average half of its charge. 

•  To keep the meaning of W0’(0) unchanged,                                                                        
we can define:  

⇒ ∆E ≈ −e2W ′
0(0

−)
∫

#
λ(z)dz

∫ ∞

z
λ(z′)dz′ =

= −e2W ′
0(0

−)
[
−

∫ 0

Nb

udu

]
= −e2N2

b

2
W ′

0(0
−)

W ′
0(z − z′)→W ′

0(0
−)

W ′
0(z) =






W ′
0(z) if z < 0

1
2W ′

0(0−) if z = 0

0 if z > 0



Energy loss of a bunch 

•  Now we go back to the energy loss of a bunch and try to 
express it as a func&on of the longitudinal impedance: 

∆E = −e2

∫

!
λ(z)(λ ∗W ′

0)(z)dz = − e2

2π

∫

!
λ̃∗(ω)λ̃(ω)Z||

0 (ω)dω

∆E = − e2

2π

∫

!
|λ̃(ω)|2Re[Z||

0 (ω)]dω

•  The energy loss only depends on the overlap between the real part of the 
longitudinal impedance and the bunch spectrum. Therefore, space charge (as well 
as any other purely reac&ve impedance) does not cause energy loss 

•  This result is only valid for the case of wake field decaying over one turn (broad‐
band impedance)  
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Energy loss of a bunch 

•  Exercises: calculate for a Gaussian bunch  
1.  The energy loss per unit length due to a resis&ve pipe of radius 

b and conduc&vity σ
2.  The energy loss due to a broad band resonator (when needed 

make approxima&ons on bunch length and resonator width) 
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Z||
rw(ω)
L

=
√

2
σZ0c

Z0

4πb
|ω| 1

2 [1− i sgn(ω)]⇒ ∆E

L
= − N2

b e2c

4π2bσ3/2
z

√
Z0

2σ
· Γ

(
3
4

)

Z||
BB(ω) =

Rs

1 + iQ

(
ω

ωr
− ωr

ω

) ⇒






∆E = − Rse2N2
b

2
√

πQ2ω2
r

(
β3c3

σ3
z

)
if σz $

βc

ωr

∆E = −Rse2N2
b ωr

2Q
if σz %

βc

ωr



Energy loss of a bunch 

•  If the wake field decays very slowly and s&ll has a significant amplitude by 
the &me the bunch takes to go around the machine, bunch and wake field 
will interact on several passages 

•  In this case we take this into account into the calcula&on (assuming that the 
bunch distribu&on is basically sta&onary, i.e. does not significantly change 
from turn to turn ‐> λ(z) periodic with period C).   

∆E = −e2

∫

!
λ(z)dz

∫

!
dz′λ(z′)

∞∑

k=−∞
W ′

0(kC + z − z′)dz′

∞∑

k=−∞
F (kC) =

c

C

∞∑

p=−∞
F̃ (

2πpc

C
)F (z)←→ F̃

(ω

c

)
=⇒

We need to make use of the following general property of Fourier transforms  

36 



Energy loss of a bunch 

•  From the Eq. on the previous page, we derive a closed expression for the 
mul&‐turn energy loss of a bunch (can be also mul& bunch, if we can 
approximate the finite summa&on on the number of bunches, M, with an 
infinite summa&on   

∞∑

k=−∞
W ′

0(kC + z − z′) =
c

C

∞∑

p=−∞
Z||

0 (pω0) exp
[
− ipω0(z − z′)

c

]

∆E = −e2ω0

2π

∞∑

p=−∞
Z||

0 (pω0)
∫

#
λ(z) exp

(
−ipω0z

c

)
dz

∫

#
λ(z′) exp

(
ipω0z′

c

)
dz′

λ̃(pω0) λ̃∗(pω0)

∆E = −e2ω0

2π

∞∑

p=−∞
|λ̃(pω0)|2Re[Z||

0 (pω0)]
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Energy loss of a bunch 

•  Exercises: 
1.  Discuss when the mul&‐turn formula for the energy loss 

reduces to that for single pass 
2.  Using the single pass and mul&‐turn results, discuss the mul&‐

bunch case for different filling paOerns of the machine  
a)  M bunches uniformly distributed (PSB, M=h=1 or M=h=2) 
b)  M bunches separated by C/h, with h>>M (long gap) (SPS, M=72, 

h=4620) 
c)  M bunches separated by C/h with h≈M (short gap) (PS, M=6, h=7)  

ω0

∞∑

p=−∞
→

∫ ∞

−∞
dω
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Vrf(z): use of second harmonic 

•  General equa&ons of longitudinal mo&on for a bunch in a sta&onary 
bucket 

•  Vrf(z) depends on the specific rf system and can contain several 
harmonics, determining eventually, together with the wake fields, the 
shape of the bunch 

•  An important example is when Vrf(z) has the contribu&on of only two 
harmonics, h1 and h2=2h1. Assuming the lower harmonic as the main 
harmonic, the second harmonic can lengthen or shorten the bunch (BL or 
BS mode) according to its rela&ve phase to the first harmonic   






ż = −ηβcδ

δ̇ =
eVrf(z)
Cp0

− e2

Cp0

∫ ∞

−∞
λ(z′)W ′

0(z − z′)dz′
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Vrf(z): use of second harmonic 

•  In BS mode focusing must be strengthened, so the two harmonics need to be in 
phase 

•  In BL mode, focusing is weakened and the two harmonics are out of phase 
•  FlaOening of the bunch in the center can be op&mized by making the slopes of 

the two forces around the origin equal and opposite in sign (equivalently, 
requiring first and second deriva&ves of the force to be 0 in the origin)     

BL mode −→ Φ12 = π

BS mode −→ Φ12 = 0
Vrf(z) = sgn(η) ·






Vm1 sin
(

h1z

R

)
+ Vm2 sin

(
2h1z

R

)
BS

Vm1 sin
(

h1z

R

)
− Vm2 sin

(
2h1z

R

)
BL

Vm1
h1

R
z − Vm2

2h1

R
z = 0 =⇒ Vm2

Vm1
= 0.5
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Hamiltonian of the system 

•  We write the general Hamiltonian of the system, using a general 
poten&al for the rf force, U(z), which can be specified for each case 

H = −1
2
ηβcδ2 +

e

Cp0
U(z) +

e2

Cp0

∫ z

−∞
dz”

∫

#
λ(z′)W ′

0(z”− z′)dz′

U(z) =
VmR

h
cos

(
hz

R

)
· sgn(η)

U(z) =
Vm1R

h1

[
cos

(
h1z

R

)
± 1

4
cos

(
2h1z

R

)]
· sgn(η)

U(z) = −Vmh

2R
z2 · sgn(η)

Examples  
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Hamiltonian of the system 

•  Examples of U(z) for the case of single harmonic and double harmonic 
with different voltage ra&os (r=0.5 and a case r>0.5) 

•  The case r=0.5 shows perfect flaOening, but some &mes a ra&o r>0.5 is 
used in order to increase the bunching factor further and reduce the 
effect of transverse space charge.  
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Vlasov equa&on 

•  Let’s consider a phase space distribu&on of par&cles such that 
–  There are no mechanisms of genera&on/loss 
–  Single par&cles evolve following a Hamiltonian law of mo&on 

•  This distribu&on behaves like an uncompressible fluid, i.e. has the 
property that whatever area occupied by a frac&on of the par&cles is 
conserved during the evolu&on (Hamiltonian flow) 

•  This entails that the total &me deriva&ve of the distribu&on is zero   
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Vlasov equa&on 

ψ(q, p, t)area(ABCD) = ψ(q + q̇dt, p + ṗdt, t + dt)area(A′B′C ′D′)

ψ(q, p, t) = ψ(q + q̇dt, p + ṗdt, t + dt) ⇒ dψ

dt
= 0

∂ψ

∂t
+ q̇

∂ψ

∂q
+ ṗ

∂ψ

∂p
= 0






q̇ =
∂H

∂p

ṗ = −∂H

∂q
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Vlasov equa&on 





ż = −ηβcδ

δ̇ =
eVrf(z)
Cp0

− e2

Cp0

∫ ∞

−∞
λ(z′)W ′

0(z − z′)dz′

•  The beam (bunch) is described by a distribu&on func&on Ψ(z,δ,t), 
solu&on of the Vlasov equa&on 

•  The sta&onary (equilibrium) solu&ons Ψ0(z,δ) can be easily found 
because they must be func&ons of the Hamiltonian of the system    

ψ0(z, δ) = ψ0(H) ⇒
ż
∂ψ0

∂H

∂H

∂z
+ δ̇

∂ψ0

∂H

∂H

∂δ
=

=
∂H

∂δ

∂ψ0

∂H

∂H

∂z
− ∂H

∂z

∂ψ0

∂H

∂H

∂δ
= 0
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Sta&onary solu&ons 

ψ0

[
−1

2
ηβcδ2 +

eU(z)
Cp0

+
e2

Cp0

∫ z

−∞
dz”

∫

#
W ′

0(z”− z′)λ(z′)dz′
]

ψ0

[
−1

2
ηβcδ2 +

eU(z)
Cp0

]

∫∫

!2
ψ(z, δ)dzdδ = Nb

General solu&on with wake fields 

General solu&on without wake fields 

Distribu&on has to sa&sfy the normaliza&on condi&on 
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Sta&onary solu&ons, matching 
(no wake fields) 

U(z) = −Vmh

2R
z2 · sgn(η)

Let’s use the linearized poten&al (bunch much shorter than the bucket) 

and we choose an exponen&al solu&on (double Gaussian) 

ψ0(z, δ) = kN exp
[
− 1

H0

(
1
2

|η|βcδ2 +
Vmehz2

2CRp0

)]

This corresponds to a simply Gaussian momentum distribu&on 

ψ0(δ) =
∫

!
ψ0(z, δ)dz ∝ exp

[
− 1

2H0
|η|βcδ2

]

σ2
δ =

H0

|η|βc
⇒ H0 = |η|βcσ2

δ
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Sta&onary solu&ons, matching 
(no wake fields) 

And also Gaussian distribu&on in z 

The extensions of line density and momentum distribu&on, quan&fied by their 
rms values, are not independent, but related through the matching condi5on 

λ(z) =
∫

!
ψ(z, δ)dδ ∝ exp

(
− Vmehz2

2CRp0H0

)

σ2
z =

CRp0H0

ehVm
=

CRE0β2|η|σ2
δ

ehVm
=

R2η2σ2
δ

Q2
s

R|η|σδ

Qsσz
= 1
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Sta&onary solu&ons, matching 
(no wake fields) 

A possible equilibrium solu&on for the short bunch is therefore 

ψ0(z, δ) =
Nb

2πσzσδ
exp

[
−

(
z2

2σ2
z

+
δ2

2σ2
δ

)]

•  σz and σδ must be determined through 
–  Lepton machine: Gaussian solu&on matches naturally the problem, because 

the Gaussian distribu&on in momentum, as well as its rms value σδ, are fixed 
by the equilibrium between radia&on damping and quantum excita&on. The 
σz is then given by the matching condi&on 

–  Hadron machine: Gaussian distribu&on could be incorrect or inaccurate. 
However, we usually know the longitudinal emiOance (conserved through a 
chain in absence of any, voluntary or not, blow up mechanism) and can 
therefore determine σz and σδ of a Gaussian solu&on from the emiOance 
(propor&onal to the product γσzσδ) and the matching condi&on 

•  The matching condi&on is true only for short bunches, the problem of 
nonlinear matching will be considered later  
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Sta&onary solu&ons, matching 
(no wake fields) 

For hadrons, some &mes an ellip&cal distribu&on in phase space could be 
preferable, which corresponds to parabolic distribu&ons in z and δ (exercise 1) 

ψ0(H) =





kN

√
1 +

H

H0
if |H| ≤ |H0|

0 if |H| > |H0|

ψ0(z, δ) =






kN

√

1−
(z

ẑ

)2
−

(
δ

δ̂

)2

if
(

z
ẑ

)2 +
(

δ
δ̂

)2
≤ 1

0 if
(

z
ẑ

)2 +
(

δ
δ̂

)2
> 1

δ̂|η|R
Qsẑ

= 1
Exercise 2: prove that the 
matching condi&on is sa&sfied 
also for an ellip&cal distribu&on 
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Sta&onary solu&ons,                              
nonlinear matching (no wake fields) 

When the bunch occupies a vast area in the longitudinal phase space 
(comparable to the bucket area), matching is more complex 

The exponen&al solu&on has to be cut at the limits of the stability region in order 
to give a possible sta&onary solu&on of Vlasov equa&on 

ψ0(z, δ) = kN exp
(
−ηβcδ2

2H0

)
exp

(
eU(z)
Cp0H0

)
Ω(H)

Ω(H) =
{

1 in domain of stability
0 outside

The equa&on of the domain of stability is usually given by the equa&on H=Hmax, 
with Hmax being the Hamiltonian of the system at the first unstable fixed point(s). 
Typically for hadrons, because lepton machines are designed with very large 
buckets in order to improve the Touschek life&me of the beam. 
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Sta&onary solu&ons,                              
nonlinear matching (no wake fields) 

Let’s consider for instance the case of a long bunch inside a single harmonic 
sta&onary bucket (e.g. the LHC beam at the injec&on plateau in the SPS ) 

H = −1
2
ηβcδ2 − sgn(η)

eVm

2πhp0

[
1− cos

(
hz

R

)]

|zmax| =
πR

h

|Hmax| = |H(zmax, 0)| =
eVm

πhp0

stability boundary → |H(z, δ)| = Hmax

λ(z) =
∫

!
ψ0(z, δ)dδ = kN

∫ √
2 Qs

h|η|

q
1+cos(hz

R )

−
√

2 Qs
h|η|

q
1+cos(hz

R )
exp

(
− 1

2H0
|η|βcδ2

)
exp

[
eVm

Cp0H0
cos

(
hz

R

)]
dδ
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Sta&onary solu&ons,                              
nonlinear matching (no wake fields) 

If we know the bunch length, we can write the line density in closed form, 
determine the two constants k and H0 by using the condi&ons below and then 
calculate the only possible rms momentum spread that solves the problem. 
If we know the longitudinal emiOance as an input, the nonlinear matching 
requires expressing the momentum distribu&on, as well, and the problem 
becomes more involved. 

λ(z) = k̃ · exp
[

eVm

Cp0H0
cos

(
hz

R

)]
erf

[
2Qs

h|η|

√
H0

|η|βc

[
1 + cos

(
hz

R

)]]

∫

!
λ(z)dz = Nb σ2

z =
1

Nb

∫

!
z2λ(z)dz
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Sta&onary solu&ons,                              
nonlinear matching (no wake fields) 

In a double harmonic rf system the boundary of the stability is different 
⇒  if the ra&o between the voltage is below 0.5, the origin of the longitudinal 
phase space is s&ll a stable point and the effect of the second harmonic is just 
to flaOen the separatrices around it 
⇒  If the ra&on is above 0.5, the origin becomes an unstable fixed point, but the 
trajectories around it are s&ll limited and the total stable area increases further.  

r > 0.5 r < 0.5 

δ P δ
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Sta&onary solu&ons,                              
unmatched case (no wake fields) 

But what happens when the beam parameters do not fulfill the matching condi&on 
(linear or nonlinear)? In other words, what happens if we inject a beam into a 
machine with length and momentum spread not matched with the wai&ng bucket? 

⇒  No sta&onary solu&ons exist, the beam parameters at injec&on have to be 
used as ini&al condi&on to solve the Vlasov equa&on in &me varying regime 
⇒  The problem can also be solved using the envelope equa&on formalism (see 
yesterday’s lecture from Elias). 
⇒  In the linear case: the beam will start rota&ng in phase space, at a frequency 
that is twice the single par&cle synchrotron tune. This is called a “quadrupole 
oscilla&on” and is undamped, i.e. it would in principle last forever. 
⇒  In the nonlinear case, the quadrupole oscilla&on dies out in &me at the 
expense of longitudinal emiOance increase (dilu&on) caused by phase space 
filamenta&on. Since par&cles at large amplitudes rotate at slower frequencies, 
they will be leQ behind while the core is execu&ng the oscilla&on at twice the 
nominal synchrotron frequency. The beam will decohere and eventually occupy 
a larger region, matching itself naturally to the bucket. In this case, there exists 
an asympto&c solu&on, but again, not a sta&onary solu&on. 
⇒  Mismatching can be done on purpose, e.g. to have a fast bunch rota&on or 
longitudinal emiOance blow‐up       
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Sta&onary solu&ons with wake fields 
Poten&al well distor&on 

We study now the equilibrium bunch distribu&on in presence of wake fields. 
We take the linear approxima&on for the rf force (quadra&c poten&al) 

ψ0(z, δ) = kN exp
[
− 1

H0

(
1
2

|η|βcδ2 +
Q2

sβc

|η|R2
z2 − e2sgn(η)

Cp0

∫ z

−∞
dz”

∫

#
W ′

0(z”− z′)λ(z′)dz′
)]

H0 = σ2
δ |η|βcFrom the momentum distribu&on: 

λ(z) = kN

√
2πσδ exp

[
− Q2

s0z
2

η2σ2
δR2

+
e2

CE0β2ησ2
δ

∫ z

−∞
dz”

∫

#
W ′

0(z”− z′)λ(z′)dz′
]

Haissinski equa5on 
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Sta&onary solu&ons with wake fields 
Poten&al well distor&on 

•  The Haissinski equa&on is an implicit integral equa&on in the unknown λ(z). 
–  Lepton machines: The momentum spread σδ is given, and we can use the equa&on to 

determine the line density alone, with the coefficient in front solely defined by the 
normaliza&on condi&on. Since the solu&on for the momentum distribu&on is Gaussian, this 
type of solu&on is specially suited for this type of machines.    

–  Hadron machines: The longitudinal emiOance is given. In this case a joint solu&on (λ(z), σδ) 
must be sought such that the resul&ng pair (σz, σδ) sa&sfies the condi&on on the longitudinal 
emiOance.   

•  A way of solving Haissinski equa&on numerically consists in using successive 
itera&ons. A first order perturbed λ1(z) is calculated by plugging the unperturbed 
Gaussian shape in the RHS of the equa&on, then λ2(z) will be calculated by 
plugging λ1(z) in the RHS, and so on un&l the procedure converges. 

•  An analy&cal treatment of the problem can be made assuming that the wake 
fields only produce a small devia&on from the unperturbed solu&on 

–  The bunch shape stays Gaussian 
–  The center of the bunch moves from z=0 to z=z0, such that the associated synchronous 

phase Φs=(hz0)/R ensures constant compensa&on for the energy loss caused by the real part 
of the impedance 

–  The bunch length will change, such as to re‐match the bunch to the distorted bucket. This 
adjustment can produce shortening or lengthening with respect to the unperturbed 
solu&on, according to whether the impedance produces more or less net focusing.     
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Sta&onary solu&ons with wake fields 
Poten&al well distor&on 

•  Numerical solu&on of the Haissinski equa&on for the electron damping ring for 
the SLAC linear collider 

•  Bunch shape is Gaussian at low intensity 
•  Distor&on occurs as intensity increases. In par&cular, the distribu&on tends to 

lean forward (z>0) in order to compensate with the rf for the parasi&c loss due to 
the impedance   58 



Sta&onary solu&ons with wake fields 
Poten&al well distor&on 

•  Solu&on of the Haissinski equa&on for the two special cases: 
–  Reac&ve impedance (leQ plot), iSZ0. The parameter α is propor&onal to S/η, so that α>0 

means either above transi&on+capaci&ve impedance or below transi&on+induc&ve 
impedance. In both cases the bunch shortens. 

–  Resis&ve impedance (right plot), SZ0. Below transi&on (α<0) the bunch moves backward, and 
it moves forward above transi&on. In both cases the bunch takes power from the rf to 
compensate for the energy loss.  59 



Sta&onary solu&ons with wake fields 
Poten&al well distor&on 

•  For small devia&on, we 
assume then that the 
bunch distribu&on 
stays Gaussian (ansatz) 

•  We can also expand in 
Taylor series around 
z=0 the wake field 
contribu&on to the 
Hamiltonian as it 
appears in the 
Haissinski equa&on. 

λ(z) ∝ exp
[
− (z − z0)2

2σ2
z

]

λ(z) ∝ exp
[
− z2

2σ2
z0

− (k1z + k2z
2)

]






σz =
σz0√

1 + 2σ2
z0k2

z0 = −k1σ2
z

N.B. Rigorously speaking, these are s&ll implicit equa&ons, because k1=k1(σz) and 
k2=k2(σz), but they are not func&ons of z0 because the wake moves with the bunch  
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Sta&onary solu&ons with wake fields 
Poten&al well distor&on 

•  Calcula&on of k2 first 
•  This is the second order term in the Taylor expansion of the wake field 

contribu&on to the Hamiltonian 

k2 = − e2

CE0β2ησ2
δ

· 1
2

{
d2

dz2

[∫ z

−∞
dz′′

∫

$
W ′

0(z
′′ − z′)λ(z′)dz′

]}

z=0

k2 = − e2

CE0β2ησ2
δ

· 1
2πc

∫

!
λ̃(ω)ωIm[Z||

0 (ω)]dω

∫

!
W ′′

0 (−z′)λ(z′)dz′ = −
∫

!
λ̃(ω)

iω

c
Z||

0 (ω)
dω

2π
=

1
2πc

∫

!
λ̃(ω)ωIm[Z||

0 (ω)]dω

∫

!
W ′′

0 (−z′)λ(z′)dz′
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Sta&onary solu&ons with wake fields 
Poten&al well distor&on 

•  The sign of k2 determines whether there is bunch lengthening or bunch 
shortening (K2<0 => σz>σz0 and vice versa). 

•  From the expression on the previous page, the sign of k2 is jointly determined 
by the sign of η and that of the integral, which in turn depends on the overlap 
between the impedance and the bunch spectrum. 

•  For Gaussian bunch and space charge‐type impedance –iSZ0ω:   

k2

{
< 0 below transition

> 0 above transition

∫

!
λ̃(ω)ωIm[Z||

0 (ω)]dω = −SZ0

∫

!
ω2λ̃(ω)dω =

= −
√

2πSZ0σ
3
ωNb = −

√
2πSZ0c3Nb

σ3
z0
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Sta&onary solu&ons with wake fields 
Poten&al well distor&on 

•  Calcula&on of k1  
•  This is the first order term in the Taylor expansion of the wake field 

contribu&on to the Hamiltonian 

k1 =
e2

CE0β2ησ2
δ

{
d

dz

[∫ z

−∞
dz′′

∫

$
W ′

0(z
′′ − z′)λ(z′)dz′

]}

z=0

k1 =
e2

CE0β2ησ2
δ

· 1
2π

∫

!
λ̃(ω)Re[Z||

0 (ω)]dω

∫

!
W ′

0(−z′)λ(z′)dz′ =
∫

!
λ̃(ω)Z||

0 (ω)
dω

2π
=

1
2π

∫

!
λ̃(ω)Re[Z||

0 (ω)]dω

∫

!
W ′

0(−z′)λ(z′)dz′

‐ 

‐ 

The bunch will move to the leQ (z0<0) below transi&on and to the right (z0>0) above transi&on 63 



Sta&onary solu&ons with wake fields 
Synchrotron tune shiQ 

We s&ll rely on the second order term in z in the Taylor expansion of 
the wake field contribu&on to the Hamiltonian 

H = −1
2

|η|βcδ2 − βcQ2
s

|η|R2
z2 + sgn(η)

e2

Cp0

∫ z

−∞
dz′′

∫

$
W ′

0(z
′′ − z′)λ(z′)dz′

− βc

|η|R2
z2

[
Q2

s −
e2ηR2

Cp0βc
· 1
4πc

∫

!
λ̃(ω)ωIm[Z||

0 (ω)]dω

]

∆Qs ! −
1
4

e2η

(2π)2p0ωs

∫

!
λ̃(ω)ωIm[Z||

0 (ω)]dω

Exercise: how should the synchrotron tune move due to space charge ? Verify that with the 
above formula it goes in the right direc&on and the formula on slide 22 is recovered  64 



Sta&onary solu&ons with wake fields 
Generaliza&on to mul&‐pass 

All the formulae obtained so far to describe the poten&al well distor&on can 
be generalized in the mul&‐turn regime in a similar fashion as was done 
for the energy loss!  

∫

!
f(ω)dω → ω0

∞∑

p=−∞
f(pω0)Rule: 

k2 = − e2

C2E0βησ2
δ

∞∑

p=−∞
λ̃(pω0)pω0Im[Z||

0 (pω0)]

∆Qs = − e2η

4(2π)2p0Qs

∞∑

p=−∞
λ̃(pω0)pω0Im[Z||

0 (pω0)]

k1 = − e2

C2p0ησ2
δ

∞∑

p=−∞
λ̃(pω0)Re[Z||

0 (pω0)]
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Sta&onary solu&ons with wake fields 
Poten&al well distor&on 

•  Exercise: calculate center shiQ and bunch length of a bunch under the 
ac&on of: 

1.  A purely resis&ve impedance 

2.  A purely reac&ve impedance 

Another possibility to calculate the center shiQ from the Haissinski equa&on 
imposing the condi&on:   

Z||
0 (ω) = i

SZ0

4π

ω

ω0

Z||
0 (ω) =

SZ0

4π

λ′(z0) = 0
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Lineariza&on of Vlasov equa&on 

z = r cos Φ

ηβc

ωs
δ = r sinΦ

H =
1
2
ωsr

2

•  First, we need to change the system of coordinates 
•  We define polar coordinates (r, Φ), such that the unperturbed Hamiltonian 

can be wriOen as a func&on of r alone, which translates into unperturbed 
solu&ons of Vlasov equa&on of the type Ψ0(r). 

ψ(r,Φ, t) = ψ0(r) + ψ1(r,Φ) exp (−iΩt)

•  We will search for wave‐like solu&ons of the Vlasov equa&on in the form 
below 

•  Since Ψ0(r) is the solu&on of the unperturbed Vlasov equa&on, the poten&al 
well distor&on will be also included in the wave term  (Ω=0)  
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Lineariza&on of Vlasov equa&on 

•  We also write the wake field term in the momentum equa&on directly 
in a form that includes the mul&‐turn contribu&on to the force 

λ(z, t) = λ0(z) + λ1(z) exp(−iΩt)

Fw(z, t) = −e2

C

∞∑

−∞

∫

#
λ(z′, t− kT0)W ′

0(z − z′ − kC)dz′

Fw(z, t) = −e2

C

∫

!
λ1(z′)dz′

∞∑

−∞
exp[−iΩ(t− kT0)]W ′

0(z − z′ − kC)

Fw(z, t) = −e2

C
exp(−iΩt)

∞∑

k=−∞
exp

(
iΩ

kC

c

) ∫

#
λ1(z′)W ′

0(z − z′ − kC)dz′
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Lineariza&on of Vlasov equa&on 

•  We recast the wake field term in the momentum equa&on in a form 
that contains an explicit dependence on the longitudinal impedance 

∞∑

k=−∞

[
exp

(
iΩz̃

c

)
(λ1 ∗W ′

0)(z − z̃)
]

z̃=kC

1
T0

∞∑

p=−∞
exp

[
i(pω0 + Ω)

z

c

]
λ̃1(pω0 + Ω)Z||

0 (pω0 + Ω)

Fw(z, t) = − e2

CT0
exp(−iΩt)

∞∑

p=−∞
exp

[
i(pω0 + Ω)

z

c

]
λ̃1(pω0 + Ω)Z||

0 (pω0 + Ω)
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Lineariza&on of Vlasov equa&on 

•  Next step, we need to recast the Vlasov equa&on in the polar 
coordinates previously defined in order to simplify its structure  

∂ψ

∂t
− βηcδ

∂ψ

∂z
+

ω2
s

ηβc

∂ψ

∂δ
− Fw(z, t)

∂ψ

∂δ
= 0

ωs
∂ψ

∂Φ

from
∂ψ

∂Φ
=

∂ψ

∂z

∂z

∂Φ
+

∂ψ

∂δ

∂δ

∂Φ
= −r sinφ

∂ψ

∂z
+ r cos φ

∂ψ

∂δ
=

= −ηβc

ωs
δ
∂ψ

∂z
+

ωs

ηβc
z
∂ψ

∂δ

∂ψ

∂t
+ ωs

∂ψ

∂Φ
− Fw(z, t)

p0

∂ψ

∂δ
= 0
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Lineariza&on of Vlasov equa&on 

•  We first subs&tute the ansatz on the previous slides for Ψ(r,Φ,t), and 
then we use the periodicity in the Φ coordinate to expand both sides 
of the equa&on in Fourier series 

•  Next, we specify to the case of Ψ0(r) being of water‐bag type  

−iΩψ1 + ωs
∂ψ1

∂Φ
− e2ηc

ωsE0T 2
0

1
sinΦ

dψ0

dr

×
∞∑

p=−∞
exp

[
i(pω0 + Ω)

r cos Φ
c

]
λ̃1(pω0 + Ω)Z||

0 (pω0 + Ω)

ψ1(r,Φ) =
∞∑

l=−∞
αlRl(r) exp(ilΦ)

ψ0(r) =






Nbηc

πẑ2ωs
if r < ẑ

0 if r > ẑ
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Lineariza&on of Vlasov equa&on 

•  Now we are ready to equal the Fourier coefficients (index l) individually from 
both sides. This yields, in the limit of weak intensity beam, an equa&on for the 
(complex) frequency shiQs associated to each mode. 

•  When an observer (impedance) sees the component λ1(l)(z), the beam is 
execu&ng the l‐th mode of oscilla&on  

Ω(l) − lωs = i
lNbe2ηc2

2E0T 2
0 ωsẑ2

∞∑

p=−∞

Z||
0 (pω0 + lωs)
pω0 + lωs

J2
l

[
(pω0 + lωs)ẑ

c

]

•  The imaginary part of the frequency shiQ gives the growth (or damping) rate 
of the mode. It only depends on the real part of the impedance 

•  For a broad band impedance the summa&on tends to an integral. Since the 
real part of the impedance is an even func&on of the frequency, as well as Jl2, 
in this case the growth rate of all modes tends to zero because the func&on 
under summa&on (integral) is an odd func&on of frequency.  

→  Short‐lived wake fields (broad‐band impedances) do not make beams 
longitudinally unstable    72 



Lineariza&on of Vlasov equa&on 

•  The modes given by the index l oscillate at frequencies close to lωs. 
•  Since they have been introduced in rela&on with the azimuthal 

structure of the longitudinal phase space, they are referred to as 
longitudinal azimuthal modes  

•  From their defini&on and their oscilla&on frequencies, they can easily 
be associated to well distor&on (l=0), dipole oscilla&on (l=1), 
quadrupole oscilla&on (l=2), etc.   
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Lineariza&on of Vlasov equa&on 
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The Robinson instability 

•  An interes&ng (and usual) case is when the impedance is peaked around a 
value hω0 (impedance of the main rf cavity), because only the two terms p=±h 
in the summa&on will contribute to the growth rate 

•  We also take the short bunch approxima&on (anyway the wake field lasts 
much longer than the bunch, being the impedance narrow‐band) 

1
τ (l)

=
l

(l!)2
Nbe2ηc2hω0

2E0T 2
0 ωs

(
hω0ẑ

c

)2l−2 [
Re Z||

0 (hω0 + lωs)− Re Z||
0 (hω0 − lωs)

]

Jl

(
hω0ẑ

c

)
→ 1

l!

(
hω0ẑ

2c

)l

for
hω0ẑ

c
" 1

Instability or not, depends on the sign of 
this part…. Reminds: dRe(Z)/dω(hω0) 
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The Robinson instability 

•  The unstable modes that can be triggered by the rf cavi&es are called 
Robinson modes 

•  The most unstable one is the fundamental mode l=1, which is found also with 
a simple one par&cle approach.  

1
τ (1)

=
Nbe2ηc2hω0

2E0T 2
0 ωs

[
ReZ ||

0 (hω0 + ωs)−ReZ ||
0 (hω0 − ωs)

]

ωR > hω0

⇓{
τ (1) > 0 unstable above trans.
τ (1) < 0 stable below trans.

ωR < hω0

⇓{
τ (1) < 0 stable above trans.
τ (1) > 0 unstable below trans.
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The Robinson instability 

•  Physically, the fundamental Robinson instability comes from the fact 
that the revolu&on frequency of an off‐momentum beam is actually 
ω0(1‐ηδ). If the beam has an energy error, it will start a dipole 
oscilla&on and circulate at a frequency slightly higher than nominal 
when ηδ<0, or slightly lower when ηδ>0. Only if the beam samples 
the resis&ve part of the impedance such that it loses more energy 
when δ>0 than when δ<0, the mo&on will be damped. 

•  Although the Robinson instability was originally considered for the 
fundamental mode of the rf cavi&es, obviously the same analysis 
equally applies to all higher order rf modes 
–  AOen&on must be paid that none of the pω0 lands accidentally on the 

wrong side of some higher order impedance peak 
–  Since there are typically several higher order modes in a cavity, and their 

tuning could be difficult to control, it is some&mes beOer to rely on a 
design of the cavity that damps these modes. 

•  The rela&ve tuning of cavi&es with respect to the beam nominal 
revolu&on frequency is therefore yet one more thing that needs to be 
carefully controlled upon crossing transi&on in an accelerator…. 
(beside the rf phase and the sign of chroma&city)  
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The Robinson instability 
HOMs in cavi&es 

•  To avoid gejng into troubles with High Order Modes (HOMs) due to Robinson instabili&es (or 
other types, too), usually cavi&es are equipped with HOM absorbers, purposely designed to 
absorb and suppress all the HOMs in the cavi&es 

•  Special purpose cavi&es, like crab cavi&es for example, which are not required to operate 
rou&nely on their fundamental mode, may need also LOM and SOM absorbers. 

•  Recently, the so called “photonic band” cavi&es are under inves&ga&on: through a special 
transverse arrangement (array‐like structure), they have a very peaked resonance on the 
fundamental mode and naturally have all the HOMs flow away. 
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Radial modes 

•  Having assumed a water bag model for the unperturbed 
distribu&on, it turned out that one index alone would be 
sufficient to describe the collec&ve mo&on, which we called l 
and was introduced in rela&on with the azimuthal structure in 
the longitudinal phase space 

•  This was an extremely simplified situa&on. For a general 
distribu&on, two longitudinal indices are needed. We call them l 
and n, where n is newly introduced to describe also the radial 
structure in the longitudinal phase space. 

•  Even with a distribu&on that highlights the radial structure of 
the longitudinal phase space, in the limit of zero beam intensity, 
all radial modes having the same azimuthal index l are 
degenerate and correspond to the same mode frequency 
Ω=lωs. As the beam intensity is increased slightly, their 
frequencies shiQ away from this unperturbed value and modes 
with different n’s will move differently, breaking the previous 
degeneracy. 
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Radial modes 

•  Oscilla&on frequencies of the radial modes for different azimuthal 
families can be calculated for parabolic and Gaussian beams, for 
example 

•  Although not rigorous, the formulae here below are used in prac&ce 
to establish synchrotron tune shiQs and growth rates of the most 
prominent radial modes for each azimuthal mode  

Ω(l) − lωs = iF (l)
Γ(l + 1/2)

(l − 1)!
Nbe2ηc3

E0T0ωs

∞∑

p=−∞

Z||
0 (ω′)
ω′

hl(ω′)

∞∑

p=−∞
hl(ω′)

hl(ω) =
[
Jl+1/2(ωẑ/c)

]2

|ωẑ/c| parabolic

hl(ω) =
(ωσz

c

)2l
exp

(
−ω2σ2

z

c2

)
Gaussian

F (l) =
3

2
√

πẑ3
parabolic

F (l) =
1

2l+1πσ3
z

Gaussian

ω′ = pω0 + lωs
Effec&ve impedance 
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Radial modes 

•  For each mode, real and imaginary part of the coherent frequency shiQs 
depend on the effec&ve impedance associated to the mode 

•  For a broad‐band resonator, the effec&ve impedance is purely imaginary 
because the real part of the impedance is an even func&on. Again, we find the 
result that a broad‐band impedance cannot make a weak beam unstable, not 
even when we consider radial modes in the analysis  
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Mode coupling 

•  All the previous analyses have been made for low intensity 
beams, and we always found that instability can only occur 
when the impedance consists of sharp peaks, or equivalently, 
when the wake fields last longer than the revolu&on period 
(Robinson type) 

•  The previous statement s&ll holds even when radial modes are 
included in the analysis 

•  The reason is that, when the considered beam intensity is 
weak, the mode frequency shiQs are small compared with the 
ωs and hence, coupling between modes belonging to different 
azimuthal families could be excluded. 

•  When the beam intensity is increased and the frequency shiQs 
become comparable to ωs, possible coupling among modes 
must be taken into account, which can give rise to a different 
type of instability than the Robinson one. 

•  These instabili&es are referred to as “microwave”, “mode 
coupling”, “mode mixing”, “turbulence” ‐type     
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Mode coupling 

•  Mode coupling is first inves&gated with an unperturbed water 
bag distribu&on and a broad‐band impedance. 

•  As we know, for each azimuthal family, all radial modes 
converge together due to the radial degeneracy of the water 
bag distribu&on. 

•  For each azimuthal index l, the mode shiQ can be expressed as 
a func&on of a parameter ϒ, propor&onal to the bunch intensity 

•  For a broad‐band impedance model (shunt impedance Rs), it is 
found that there exists a threshold value ϒthr above which two 
adjacent modes merge into one, meaning that two previously 
real solu&ons become a pair of complex conjugates, one 
damped and the other unstable 

•  Therefore, ϒthr determines the bunch intensity above which an 
instability sets in. This instability is clearly a high intensity effect 
and is of a different nature than the one developed at lower 
beam intensi&es for sharply peaked impedances.       
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•  Mode 0 does not shiQ, because 
it corresponds to the poten&al 
well distor&on. Mode 1 should 
not shiQ either, because it is 
related to rigid dipole mo&on 
and the wake field moves with 
the beam 

•  The reason why a shiQ appears 
in the plot on the right is that 
the term that would cancel it, 
i.e. a poten&al well distor&on 
term, is neglected in the 
mathema&cal treatment. The 
physical behavior of mode 1 is 
shown 

•  Unlike in the transverse plane, 
since modes 0 and 1 do not 
move, mode coupling instability 
in the longitudinal plane always 
involves modes with l≥2   

Mode coupling 

Υthr =
Nbe2ηRsc2

E0ω2
s

(
c

T0ẑ

) 3
2
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Turbulent bunch lengthening 

•  The mode coupling instability is usually a non‐destruc&ve instability. 
•  In fact, as the intensity threshold for this instability is crossed, the beam 

becomes unstable and lengthens, causing the parameter ϒ (inversely 
propor&onal to the 3/2 power of the bunch length) to fall back below 
the threshold value.   

Poten&al well distor&on below mode 
coupling threshold: example for an 
electron machine, with bunch shortening 
and constant momentum spread 

ẑ =
c

T0

(
Nbe2ηRsc2

E0ω2
sΥthr

) 2
3
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Stability of bunches in                                   
realis&c rf systems 

•  Un&l now, we made an assump&on on the Hamiltonian of the system, which limits 
the applicability of all results to the case of linear restoring force. 

•  The case of the stability of bunches in realis&c rf systems (nonlinear) has been 
also studied in detail –at least for single and double sinusoidal voltage in  the 
accelera&ng and sta&onary cases. 

•  The main general result of this study is that the nonlinearity of the force causes a 
spread in the synchrotron tune distribu&on, which helps stabilize the beam 
through Landau damping. The instability rates predicted by the case with 
linearized terms are therefore the “worst‐case” ones.  

Calculated and measured 
synchrotron tunes for par&cles 
having different synchrotron 
amplitudes (case of single harmonic 
cavity) 
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Stability of bunches in                                   
double harmonic rf systems 

•  The stability of bunches in a double harmonic rf system (accelera&ng and 
sta&onary bucket) has been studied. 

•  The main result is that the stability is found to depend on the deriva&ve of the 
distribu&on of synchrotron tunes for par&cles at different amplitudes in the 
bucket: 

–  Landau damping is lost in regions in which the deriva&ve of the distribu&on of Qs goes to 
zero. Beam current perturba&ons are enhanced and a microwave‐type instability sets in. 

–  Therefore, the single harmonic bucket is intrinsically stable, but when higher harmonic 
cavi&es are included, sensi&ve regions of the bunch are created (in fact we fall locally in the 
“worst case” men&oned on the previous slide).  

Calculated and measured 
synchrotron tunes for par&cles 
having different synchrotron 
amplitudes (case of double 
harmonic cavity) 
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Coas&ng (unbunched) beams 

•  For an unbunched beam, the previously used equa&ons of longitudinal 
mo&on s&ll hold, assuming that Vrf(z)=0 and the only driving term in the 
momentum equa&on comes from space charge and wake fields   

ψ(z, δ, t) = ψ0(δ) + ψ1(δ) exp[i(nϑ− Ωt)]

Given the unbunched and periodic nature of the solu&on, the unperturbed distribu&on will 
be only func&on of δ and we express the z‐dependence of the perturba&on through an 
angle variable  ∫

!
ψ0(δ)dδ =

Nb

2πR

ϑ = ω̄0t +
z

R






ż = −ηβcδ

δ̇ =
1
p0

Fw(z, t)

∂ψ

∂t
− ηβc

∂ψ

∂z
+

Fw(z, t)
p0

∂ψ

∂δ
= 0
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Coas&ng (unbunched) beams 

•  We change perspec&ve: a charge 
located in z at &me t feels the effect of 
the z’ slice through the wake generated 
in z by the line density at a &me     
Δt=(z’‐z)/c earlier   

•  The constant part λ0 (not a func&on of 
z) only contributes with a constant 
term, which is a net energy loss if 
∫W‘0(z)dz>0, or equivalently          
Re[Z0||(ω=0)]>0, (i.e. the beam 
produces dc losses) 

•  The &me varying part of λ(z,t) 
generates a retarding field poten&ally 
responsible for instabili&es  

Fw(z, t) = −e2

C

∫ ∞

−∞
λ

(
z′, t− z′ − z

c

)
W ′

0(z − z′)dz′

∫W‘0(z‐z‘)λ(z,t‐(z‘‐z)/c)dz‘ 

z‐z‘<0 

W‘0 

z 

z 

z‘ 

λ(z,t‐(z‘‐z)/c) 
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Coas&ng (unbunched) beams 

•  We easily recast the wake field driving term in terms of impedance (by  
simply using the defini&on of impedance), and then subs&tute it in the Vlasov 
equa&on 

Fw(ϑ, t) = −e2

C

∫

!
ψ1(δ)dδ ×

∫

!
exp(inϑ) exp

[
−iΩ

(
t− Rϑ′ −Rϑ

c

)]
W ′

0(Rϑ−Rϑ′)Rdϑ′

Fw(ϑ, t) = −ce2

C
exp(inϑ− Ωt)Z||

0 (Ω)
∫

!
ψ1(δ)dδ

(−iΩ + inω̄0)ψ1 − inηβcδ
1
R

ψ1 −
ce2Z||

0 (Ω)
Cp0

dψ0

dδ

∫

!
ψ1(δ)dδ = 0
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Coas&ng (unbunched) beams 

We now change from the variable δ to the variable ω0, and we 
prefer to have a distribu&on func&on normalized to unity 

ψ1(δ) = i
e2cZ||

0 (Ω)ψ′
0(δ)

β2E0T0[Ω− ω̄0n(1− ηδ)]

∫

"
ψ1(δ′)dδ′

1 = i
e2cZ||

0 (Ω)
β2E0T0

∫

!

ψ′
0(δ)

Ω− ω̄0n(1− ηδ)
dδ

ω0 = ω̄0(1− ηδ)

ρ(ω0) =
C

N |η|ω̄0
ψ0(δ) ⇒ ρ′(ω0) = − C

Nbη|η|ω̄2
0

ψ′
0(δ)
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Coas&ng (unbunched) beams 

1 = −i
2πNηe2Z||

0 (Ω)
β2E0T 3

0

∫

!

ρ′0(ω0)
Ω− nω0

dω0

•  If we specify the momentum (or equivalently, revolu&on frequency) distribu&on, 
the previous dispersion rela&on can be used to find the solu&ons Ω, expressing 
the frequency shiQ 

•  Complex solu&ons with posi&ve imaginary part indicate instability 
•  The use of the dispersion rela&on is oQen to consider Z0||(Ω) as a free complex 

number and then draw in the complex (impedance) plane the curve Im[Ω]=0, 
which is the stability boundary separa&ng the stable region (Im[Ω]<0) from the 
unstable region (Im[Ω]>0) 

•  Then care must be taken that the impedance of the machine falls within the 
stability region 

•  This approach is usually considered valid both for coas&ng beams and for long 
bunched beams with slow synchrotron mo&on (Boussard criterion) 

Dispersion rela5on 
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Coas&ng (unbunched) beams 

•  Exercise: Show that, if the beam is monochroma&c (i.e., all par&cles circulate 
with the same revolu&on frequency ω0), it is always unstable above transi&on 
with a capaci&ve impedance (e.g. space charge) and below transi&on with an 
induc&ve impedance. The instability with space charge above transi&on is simply 
a nega&ve mass instability 

•  Different distribu&ons have different stability regions, whose extension depends 
on the thickness of the tails of the distribu&on (see above). The mechanism 
behind the existence of a stability region is Landau damping (stabiliza&on 
through spread of the frequencies), hence it is wider for larger spreads.    
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Coas&ng (unbunched) beams 

•  It can be shown that, for a given 
impedance, the dispersion 
rela&on always has two solu&ons, 
with opposite signs of Re[Ω‐nω0], 
corresponding to a fast wave and 
a slow wave. Both are stable 
inside the stability region, 
whereas the slow wave is unstable 
outside of it (the fast wave is 
always stable) 

•  Fast and slow wave can be clearly 
seen in the SchoOky spectrum of 
the beam, i.e. the Fourier 
transform of a wide‐band pick up 
installed in a ring. When no 
significant coherent mo&on is 
present (i.e. for weak space 
charge and low impedance), the 
SchoOky spectrum simply shows 
lines centered at mul&ples of ω0 
whose width can be related to the 
momentum spread of the beam.  0
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Coas&ng (unbunched) beams 

•  A dip in the momentum 
distribu&on func&on 
strongly reduces the 
stability region. However, 
the instability only serves 
the purpose to fill the dip 
and create a stable 
distribu&on 

•  Beside the stability 
boundary, it is also useful 
to draw all curves 
Im[Ω]=k in the impedance 
plane, so that the growth 
&me of an instability for a 
given impedance working 
point can be deduced 
from the instability chart.  
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Coas&ng (unbunched) beams 

•  If the detailed spectral informa&on is not available and the dispersion rela&on 
cannot be solved in detail to determine a stability region, the simplified so called 
‘Keil‐Schnell’ criterion for stability can be used 

•  It is a handy formula and gives a rough es&mate whether the beam is stable or not 
against microwave instability. F is a form factor always close to 1. 

•  It can be applied to bunched beams, as well, provided that the growth rate of the 
instability is much larger than the synchrotron frequency and the wavelength of the 
perturba&on (~R/n) is much smaller than bunch length (~4σz)  

2πNe2

E0T 3
0

|nηZ||
0 (nω0)| < Fn2∆ω2

Keil‐Schnell criterion 

∣∣∣∣∣
Z||

0 (nω0)
n

∣∣∣∣∣ < F · E0|η|
ω̄0Ne2

(
δp

p0

)2

FWHM
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Coas&ng (unbunched) beams 

•  The perturba&ve Vlasov approach is good to es&mate stability regions and 
instability rise &me, when the beam is expected to become unstable  

•  However, the longitudinal instability of coas&ng beams can be also solved 
numerically by using 
→   Macropar&cle simula&ons 
→   Poisson‐Vlasov solvers   
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Coas&ng (unbunched) beams 

•  The two main features that 
emerge from the nonlinear 
evolu&on are: 
–  Nonlinear wave 

steepening leading to 
satura&on and decay 
(forma&on of holes in 
phase space) 

–  Momentum overshoot: 
when the beam reaches 
another steady state, the 
momentum spread is 
typically higher than the 
one required to stabilize 
the ini&al beam 

•  The longitudinal instability 
measured at the GSI‐ESR 
shows an impressive 
resemblance to the 
evolu&on predicted with a 
Vlasov model   98 


